
Ejercicios de Análisis Complejo
Relación 9

1. En cada uno de los siguientes casos, decidir si existe una función f holomorfa
en un entorno del origen, verificando quef (1/n) = an para todo número natural
n suficientemente grande:

a) a2n = 0, a2n−1 = 1 ∀n ∈ N

b) a2n = a2n−1 =
1
2n ∀n ∈ N.

c) an =
n

n+1 ∀n ∈ N.

2. Seaf una función entera tal quef (R) ⊆ R. Prueba quef (z) = f (z) para todo
z∈C.

3. Sea f una función entera verificando que lı́m
z→∞

f (z) = ∞. Pruébese quef es una

función polinómica.

4. Sea f una función entera no constante verificando que| f (z)| = 1 para todo
z∈C con|z|= 1. Prueba quef es de la formaf (z) = αzn donden es un número
natural y|α|= 1.

5. Seaf una función holomorfa en el disco unidad verificando quef (0) = 0. Probar
que la serie∑

n>1

f (zn) converge en el disco unidad y que su suma es una función

holomorfa en el disco unidad.

6. Da un ejemplo de dos funciones holomorfas en un dominio acotado que coinci-
dan en infinitos puntos del mismo y no sean idénticas. Considera también el caso
de que el dominio no sea acotado.

7. Sea f una función entera no constante. Dado un númeroρ > 0, definamos:

Eρ = {z∈C : | f (z)| < ρ}, Fρ = {z∈C : | f (z)|6 ρ}

a) Prueba que la adherencia deEρ es igual aFρ.

b) Justifica que en cada componente conexa acotada deEρ hay por lo menos un
cero de f .

8. Sea f : D(0,1)→C una función holomorfa y no constante. Se define

M(r) = máx{| f (z)| : |z|= r} (0< r < 1).

a) Prueba que la funciónM es estrictamente creciente.

b) Supongamos que hay un número natural,n, tal que para todor ∈]0,1[ es
M(r) = rn, y deduce quef (z) = αzn para todoz ∈ D(0,1), dondeα ∈ C con
|α|= 1.
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